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II- Les suites arithmético géométriques

I- Suite de matrices

a) Définition

Définition Soit (U,) une suite de matrices colonnes de premier terme U,

et telle que, pour tout n € N, U,,; = AU, ou A est une matrice carrée.

Lexpression de U, en fonction de n et de U, est alors : U, = A" U,

Remarque La suite U, est donc une suite géométrique de matrices colonnes.
On la rencontre dans ’évolution d’un systéme fermé. Pour connaitre 'expression

de U, en fonction de n, on cherchera a diagonaliser la matrice A.

b) Exemple de systéme fermé

Enoncé
Dans une enceinte une population d’étres unicellulaires ne peuvent se trouverque dans deux états A

ou B. On désigne par a, et b, les effectifs des deux états, en milliers d’individus a instant n. On a
constaté que 95 % des unicellulaires se trouvant a 'instant n# dans I’état A n’ont pas changé d’état a

I'instant 72 +1, ainsi que 80 % de ceux se trouvant a Pinstant n dans I’état B.
Leffectif total est de 500 000 individus. Cet effectif reste constant dans le temps.
1) Déterminer le systéme donnant a,,, et b,,, en fonction de a, et b,
2) Ecrire une fonction U(4,1) en Python donnant les populations, en milliers
d’individus, des états A et B en fonction de a, et n.
Que renvoie la fonction pour (375,30), (50,30), (500,30) ?

Conjecturer I’évolution des populations a, et 5, sur le long terme.

3) Traduire le systéme de la question 1) a 'aide d’une suite (U,) de matrices

colonnes. En déduire U, en fonction n et de U, correspondant a I’état initial.

4+0,75" 4—4x0,75"

4) On donne ” ”
1-0,75" 1+4X0,75

0,95 0,2\"_1
0,05 08 5

Exprimer a, et b, en fonction de n et de 2 . Démontrer alors votre conjecture.




a,,,=0,95a,+0,2b,

1) On peut écrire d’aprés ’évolution proposée : [b"+120,053n+0,8bn

0,05

~
0,95 CA BD 0,8
v
0,2

2) Sachant que b, =500—2a,, on peut proposer comme fonction python :

def I};I( ;6(;1) : On obtient alors :
=500—a
for i in range(n): U(375, 30) = (400, 00 ; 100, 00)
a=0.95%a+0.2%b U(50, 30) = (399, 94 ; 100, 06)
b=500—a U(500, 30) = (400, 02 ; 99, 98)
return a,b

On peut donc conjecturer que, sur le long terme, la répartition des populations A et B semble se
stabiliser vers la répartition 400 pour A et 100 pour B quelque soit I’état initial.

b 0,05 0,8

n

3) On pose U, = (an) et A = (0,95 0,2

On adonc U,,, = AU

n

La suite est donc géométrique de raison A de premier terme U, d’ou U, = A"U,

4) Lénonce donne la matrice A", on peut donc en déduire U, :

(“n) _ 1 (4+0,75" 4—4 %0, 75") (ao) _1 (4a0+0,75"a0+4b0—4(0, 75")190)
5

by 1-0,75" 1+4x0,75") \by) ~— 5\ a9—0,75"ag+by+4(0,75")bg

En remplagant by = 500—ag, on obtient alors :

4 , 75" 4 4(0,75"

a, = §a0+0 55 ag + 400— §a0—400(0,75")+¥ﬂ0 = 0, 75" (ap—400)+400
1 , 75" 1 4(0,75"

b, = gag—o 55 ap+100 — £a9+400(0,75") — 4075) 4 = 0,75"(400—ao) + 100

Or lim 0,75" =0 donc lim a, =400 et lim b, = 100.
n—-+oo n—-+oo n—r+oo

les suites (ay,) et (b,) convergent, quelque soit 1’état initial, vers les valeurs
respectives de 400 et 100 soit respectivement 400 000 et 100 000 cellules.



II- Les suites arithmético géométriques U ., = AU, +B

On définit la suite de matrices (U,) par U, = (;) et U,,=AU,+B

_ (05 0 _(2
avec A (_0,5 O,S)etB (1)

1) Déterminer la matrice X = (;Y/) telle que X = AX+B

2) On définit la suite de matrice (V) par V, = U,—X

a) Montrer que pour tout entier n,ona V,,, = AV

n

b) En déduire U, en fonction de A et n

0,5" 0

3) On donne A" = Y Y
—n0,5" 0,5

Déterminer ’expression de U
n

en fonction de n

1) Deux méthodes pour déterminer X

Méthode 1 X = AX+B donc on résout [ ¥ | = 0,5 0} (x),(2
vl 7 =05 051y |1
¢ 1 . [ x=0,5x+2 x=4
cela donne le systéme suivant : | r=—05x4+0,5 741 o p=—2
v 4
d’ou X (_2)

Méthode 2 X = AX+B donc X—AX=B Cest a dire (I-A)X=B

0,5 0):(0,5 0)

—-0,5 0,5 0,5 0,5

A _(1 0|
So1tCIA(O 1)

det(C) = 0,5°—0 = % # 0 donc C est inversible et on a :

(05 0V_(2 Oy don_|2 0)(2\_[4
C 4(—0,5 0,5) (—2 p| dod X=C xB (—2 2)(1) (—2)

2) a) V11+1 = Un+1_X = AUn+B_(AX+B) == A<UH_X) = Avn

b) V, est donc géométrique de raison A d’ou V, = A"V, avec V, = U,—X = (_43)

On a alors U,—X=A"V, ce qui donne U, = A"V +X

3) A l'aide de A", on trouve : U, = _350,5 +4H
3nX0,5°+4X%0,5" -2

On sait que lim 0,5” = 0 et en admettant que lim 32X0,5" =0, il vient lim U, =| "

n>+oco n>+oo n>+oo

X est appelé I'état stable de la suite (U,)



